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Chapter 1

대칭이란 무엇인가

1.1 변하지 않는 법칙의 의미

물리학에서 ‘대칭(symmetry)’이란, 어떤 변환(transformations)을 가했을 때 물리 법칙의
형태가변하지않는성질을말한다.즉,자연은특정한변화를겪더라도그근본적인규칙은
그대로 유지된다.
이를 수학적으로 표현하면, 물리계의 라그랑지안 L 이 변환 xµ → xµ

′
아래에서 다음을

만족할 때 그 변환은 대칭이라고 부른다.

L(xµ, ẋµ) = L(xµ′ , ẋµ′)

여기서 ẋµ = dxµ

dt
는 속도를 의미한다. 즉, 계의 동역학을 결정하는 라그랑지안이 이 변환에

의해 ‘형태적으로 동일’하게 남는다면 그 변환은 대칭이다.
예를 들어, 시간이동 대칭(time translation symmetry)은 모든 물리 과정이 “언제 일어

나든” 같은 법칙을 따른다는 뜻이다. 이를 수학적으로 쓰면

t→ t′ = t+ δt

로 시간 변환을 시켰을 때 라그랑지안이 변하지 않는다면

L(q, q̇, t) = L(q′, q̇′, t′)

이다. 이 대칭으로부터 ”에너지 보존”이 유도된다. 이것이 뇌터 정리의 핵심 원리 중 하나
이다.
즉, ”변하지 않는 법칙”이란 물리계의 행동이 어떤 좌표계, 방향, 시간, 혹은 내부변환

에도 동일한 형태의 수식을 유지한다는 뜻이다. 이는 단순한 우연이 아니라, 자연이 스스로
선택한 가장 효율적이고 일관된 질서의 형태이다.

1.2 자연 속의 대칭성 사례

자연은 대칭으로 가득 차 있다. 그 대칭들은 눈에 보이지 않거나, 때로는 깨져 있지만, 그
존재는 우리가 측정하는 모든 법칙에 스며 있다.

1. ”공간적 이동 대칭 (Spatial translation symmetry)” 물리 법칙은 실험이 어디서 일
어나든 같아야 한다. 위치 x 가 x′ = x+ a 로 바뀌더라도 L 이 변하지 않는다면, 그 대칭에
대응하는 보존량은 ”운동량 p” 이다.

p =
∂L
∂q̇

5



6 CHAPTER 1. 대칭이란 무엇인가

즉, 공간의 균질성은 운동량 보존으로 이어진다.
2. ”회전 대칭 (Rotational symmetry)” 물체를 회전시켜도 물리 법칙이 동일하다면 그

대칭에 대응하는 보존량은 ”각운동량 L” 이다.

L = r× p

이는 우주가 ‘방향에 대해 공평하다’는 사실을 말해준다. 별의 궤도, 전자의 스핀, 은하의
회전은 모두 이 회전 대칭의 결과이다.

3. ”시간 대칭 (Temporal symmetry)” 시간의 흐름에 따라 법칙이 변하지 않는다면 ”
에너지 보존”이 성립한다.

E = q̇
∂L
∂q̇
− L

즉,자연의법칙이시간의이동에대해불변이면그시스템은에너지를잃거나얻지않는다.
4. ”게이지 대칭 (Gauge symmetry)” 전자기학에서 전위 Aµ 를 다음과 같이 변환해도

물리적 관측량은 변하지 않는다.
Aµ → Aµ + ∂µχ

이는 ”전하 보존”으로 이어진다.
∂µJ

µ = 0

여기서 Jµ 는 전류 4-벡터이다. 즉, 전하가 새거나 사라지지 않는 이유는 자연의 게이지
대칭 덕분이다.
결국, 자연 속의 모든 보존 법칙은 이러한 대칭성의 직접적인 산물이다. 공간의 균질성

은 운동량을, 시간의 균질성은 에너지를, 방향의 등방성은 각운동량을, 내부 게이지 대칭은
전하를 보존하게 한다.
대칭은 단순히 미적 개념이 아니라, 자연이 스스로의 질서를 유지하는 방식이다. 즉, ”

자연은변하지않음속에서변화를허락하고”,그균형이바로우리가측정하는 ‘법칙’이다.



Chapter 2

불변량과 대칭의 연관성

2.1 대칭(Symmetry)의 개념

물리학에서 대칭(symmetry)이란, 어떤 변환(transform)을 가하더라도 물리 법칙의 형태
가 변하지 않는 성질을 의미한다. 즉, 라그랑지언 L이 특정 변환 아래에서 불변이라면, 그
법칙은 해당 대칭을 가진다고 말할 수 있다.
예를 들어, 공간을 한 방향으로 이동(병진)시켜도 물리 법칙이 변하지 않으면 공간 병

진 대칭, 시각을 일정량 옮겨도 변하지 않으면 시간 병진 대칭, 물체를 회전시켜도 결과가
같으면 회전 대칭이라 한다.

xµ → xµ
′
= xµ + ϵµ ⇒ L(x)→ L(x′) = L(x) (2.1)

즉, 대칭이란 “변화를 주어도 법칙이 변하지 않는 불변의 구조”를 뜻한다.

2.2 불변량(Invariant)의 개념

불변량(invariant)은 이러한 대칭 변환 아래에서도 변하지 않는 물리량을 말한다. 대칭이
존재할 때, 대응하는 어떤 물리량이 변하지 않고 일정하게 유지되며, 이를 보존량(con-
served quantity)이라 부른다.
예를 들어 다음과 같은 대응이 존재한다.

대칭 (Symmetry) 불변량 / 보존량 (Invariant Quantity)
시간 병진 대칭 에너지 보존

공간 병진 대칭 운동량 보존

회전 대칭 각운동량 보존

게이지 대칭 전하 보존

즉, 대칭이 존재하면 그에 대응하는 불변량이 반드시 존재한다.

2.3 뇌터의 정리 (Noether’s Theorem)

1918년, 에미 뇌터(Emmy Noether)는 연속적인 대칭과 보존법칙의 관계를 수학적으로 증
명하였다. 그 정리는 다음과 같이 요약된다.

뇌터 정리: “모든 연속적인 대칭에는 대응하는 보존 전류(conserved current)가
존재한다.”

이를 수식으로 유도하면 다음과 같다.

7
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2.3.1 라그랑지언의 변분

장 ϕ의 라그랑지언 밀도를 L(ϕ, ∂µϕ)라 할 때, 이에 대한 작용(action)은 다음과 같다.

S =

∫
L(ϕ, ∂µϕ) d4x. (2.2)

만약 ϕ→ ϕ+ δϕ라는 변환 아래에서

δL = 0, (2.3)

즉, 라그랑지언이 불변이라면, 오일러–라그랑주 방정식으로부터 다음이 유도된다.

∂µJ
µ = 0, (2.4)

여기서 Jµ는 보존 전류(conserved current)이다.

2.3.2 보존 전류와 불변량

이 전류의 시간성분 J0을 공간 전역에 적분하면, 시간에 따라 변하지 않는 물리량이 얻어
진다.

Q =

∫
J0 d3x,

dQ

dt
= 0. (2.5)

이 Q가 바로 불변량(invariant)이며, 라그랑지언의 대칭이 그 존재를 보장한다.

2.3.3 예시

• 시간 병진 대칭 ⇒ 에너지 보존

• 공간 병진 대칭 ⇒ 운동량 보존

• 회전 대칭 ⇒ 각운동량 보존

• U(1) 게이지 대칭 ⇒ 전하 보존

시간 병진: L(t)→ L(t+ ϵ)⇒ E = const.

공간 병진: L(x)→ L(x+ ϵ)⇒ p = const.

회전 대칭: L(Rx) = L(x)⇒ L = const.

(2.6)

2.4 철학적 해석

대칭은 자연 법칙의 형태(form)를 보존하며, 불변량은 그 형태 속에서 내용(content)을
보존한다.

대칭은 “변화에도 변하지 않는 법칙의 언어”이고, 불변량은 “그 언어가 만들어
내는 문법적 결과”이다.

즉, 자연의 모든 법칙은 대칭 → 불변량(보존량)이라는 깊은 구조를 갖는다. 이 구조는
현대 물리학의 거의 모든 이론— 고전역학, 양자역학, 상대성이론, 그리고 양자장론—의
근간을 이루고 있다.
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요약

• 대칭이란 변환에 대해 물리 법칙이 변하지 않는 성질이다.

• 불변량은 그 대칭으로 인해 변하지 않는 물리량이다.

• 뇌터 정리는 대칭과 보존량의 관계를 수학적으로 연결한다.

• 모든 보존 법칙은 근본적으로 어떤 대칭에서 비롯된다.
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Chapter 3

뇌터 정리의 핵심 개념

3.1 대칭이 보존을 낳는다

자연의 법칙은 언제나 변하지 않는 어떤 형태를 유지한다. 뇌터 정리는 바로 그 변하지
않음, 즉 ”대칭(symmetry)” 이 항상 ”보존 법칙(conservation law)” 을 수반한다는 사실을
수학적으로 증명한다.

1. 라그랑지안 불변성과 운동방정식

물리계의 운동은 라그랑지안 L(qi, q̇i, t) 에 의해 결정된다. 이때 오일러–라그랑주 방정식은
다음과 같이 주어진다:

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0

여기서 qi 는 일반좌표, q̇i 는 그 시간 미분이다.
이 방정식은 ”변분원리(variational principle)” 로부터 도출된다. 즉, 실제 경로는 작용

(action)

S =

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t) dt

을 최소로 하는 경로이다. δS = 0이 되는 경로가 바로 자연이 선택한 실제 운동이다.

2. 연속 대칭의 개념

이제 어떤 변환을 가정하자:
qi → q′i = qi + ϵ δqi

여기서 ϵ 은 매우 작은 매개변수이다. 이 변환이 ”라그랑지안을 불변”으로 만든다면,

δL = 0

이때 그 대칭에 대응하는 물리량이 반드시 시간에 대해 보존된다.
이를 미소변환 수준에서 정리하면,

δL =
∑
i

(
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

δq̇i

)
+
∂L
∂t
δt

이고, 변분 원리와 결합하면 다음과 같은 ”보존 전류(conserved current)” 가 얻어진다:

d

dt

(∑
i

∂L
∂q̇i

δqi − F

)
= 0

11
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여기서 F 는 총 미분항이다.
즉, 괄호 안의 양이 시간에 대해 일정하다. 이것이 바로 ”보존량(conserved quantity)”

이다.

3. 구체적 예: 시간 대칭 → 에너지 보존

시간이동 t → t + ϵ 에 대해 라그랑지안이 변하지 않으면, 뇌터 정리에 따라 다음의 양이
보존된다:

E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i
− L = constant

이는 바로 ”에너지 보존의 수식적 근거”이다.
공간이동 대칭에서는 운동량이, 회전 대칭에서는 각운동량이, 게이지 대칭에서는 전

하가 각각 보존된다. 즉, 자연의 모든 보존 법칙은 그 배후에 대응하는 대칭이 존재함을
의미한다.

3.2 에미 뇌터의 통찰

뇌터 정리를 세운 사람은 독일의 수학자 ”에미 뇌터(Emmy Noether, 1882–1935)” 이다.
그녀는 1918년에발표한논문 *“Invariante Variationsprobleme”*에서현대물리학의근본
원리를 수학적으로 완성했다.
그 이전까지 물리학자들은 보존 법칙을 ‘경험적 사실’로 받아들였다. 예를 들어, 에너

지가 보존된다는 것은 실험을 통해 알 수 있었지만, “왜” 그런지에 대한 근본적인 수학적
설명은 없었다.
에미 뇌터는 바로 그 “왜”를 밝혔다. 그녀는 변분원리의 대칭 조건이 항상 하나의 보존

량을 만들어낸다는 사실을 증명했다. 즉, 자연의 모든 보존 법칙은 그 배후의 대칭으로부터
논리적으로 파생된다.
뇌터의 통찰은 단순한 계산의 결과가 아니라, 물리학의 ”철학적 구조를 재정의한 혁명”

이었다.그녀의정리는오늘날의모든장이론,특히양자장론(QFT)과게이지이론의토대가
되었다.
예를 들어, 전자기학의 전하 보존식

∂µJ
µ = 0

도뇌터정리의직접적인결과이다.전위 Aµ 에대한게이지대칭이존재하기때문에전하의
총량이 변하지 않는다.
뇌터는 “대칭이자연의언어”임을깨달았다.그녀의작업은단지한시대의수학을바꾼

것이 아니라, 우리가 자연을 바라보는 ”시선의 구조” 자체를 바꿔놓았다.
오늘날우리가쓰는모든현대적이론—일반상대론,표준모형,초대칭,그리고 IG–RUEQFT

까지— 모두 뇌터의 대칭 개념을 뿌리로 두고 있다. 그녀의 통찰은 단순한 수학이 아니라,
“자연이 질서를 유지하는 방식”을 해석한 언어였다.

“Every law of conservation corresponds to a symmetry, and every symmetry
reveals a hidden order of the universe.” — Emmy Noether



Chapter 4

변분 원리의 기초

4.1 작용과 라그랑지안

자연은 수많은 경로 중에서 가장 특별한 하나를 선택한다. 그 경로는 아무렇게나 정해지는
것이아니라, ‘가장효율적’이라는기준을따른다.이기준을수학적으로표현한것이 ”변분
원리(variational principle)” 이다.

1. 작용의 개념

어떤 물리계가 시간 t1 에서 t2 까지 변화할 때, 그 운동 전체를 하나의 수량으로 요약한
것이 ”작용(action)” 이다. 작용은 라그랑지안 L 의 시간적 적분으로 정의된다:

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt

여기서 q(t)는 계의 일반좌표, q̇ = dq
dt
는 그 속도이다.

라그랑지안은 일반적으로 다음과 같이 정의된다:

L = T − V

즉, ”운동에너지 T” 와 ”위치에너지 V ” 의 차이이다. 이 간단한 정의가 고전역학부터 양자
장론까지 모든 물리 이론의 출발점이 된다.
자연은 무수히 많은 가능한 궤적 중에서 작용 S 를 최소(또는 극값)로 만드는 궤적을

선택한다. 이를 ”최소 작용의 원리(principle of least action)” 라고 한다:

δS = 0

이 조건을 만족하는 궤적이 실제 자연이 취하는 ‘물리적 경로’이다.

2. 물리적 의미

작용을 최소화한다는 것은 에너지의 총합을 최소로 한다는 뜻이 아니다. 대신, 에너지의
흐름과 변화가 ”가장 조화로운 경로”를 따른다는 의미이다. 즉, 자연은 가장 ‘경제적인 방
식’으로 변화한다.
이 원리는 단순한 철학적 가정이 아니라, 모든 운동 방정식이 도출되는 ”근본적인 물

리적 명제”이다. 뉴턴의 제2법칙 F = ma 도, 맥스웰 방정식과 양자역학의 파동방정식도
모두 이 변분 원리의 확장된 형태에서 나온다.
결국, 작용의 최소화는 자연이 스스로 선택하는 ”균형의 언어”이다. 즉, “자연은 가장

조화로운 경로를 택한다”는 것이다.

13
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4.2 오일러–라그랑주 방정식

작용 S 가 최소가 되기 위한 조건을 수학적으로 구하면, 그 결과가 바로 ”오일러–라그랑주
방정식(Euler–Lagrange equation)” 이다.

1. 도출 과정

작용이 최소가 되려면

δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt = 0

이어야 한다. 이를 전개하면 다음과 같다:∫ t2

t1

(
∂L
∂q

δq +
∂L
∂q̇

δq̇

)
dt = 0

적분 두 번째 항에 부분적분을 적용하면,∫ t2

t1

[
∂L
∂q
− d

dt

(
∂L
∂q̇

)]
δq dt = 0

경계 조건 δq(t1) = δq(t2) = 0 을 적용하면, 괄호 안의 항이 0이 되어야 한다:

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0

이것이 바로 ”오일러–라그랑주 방정식”이다.

이 한 줄의 식이 모든 물리계의 운동을 지배한다. 뉴턴의 운동법칙은 물론, 전자기장,
상대론적 입자, 심지어 양자장까지 모두 이 식으로부터 유도된다.

2. 예시: 단일 입자의 운동

질량 m 인 입자가 위치 x 에서 포텐셜 V (x) 를 받는다고 하자. 라그랑지안은

L =
1

2
mẋ2 − V (x)

이다. 이를 오일러–라그랑주 식에 대입하면,

d

dt
(mẋ) = −dV

dx

즉,

mẍ = −dV
dx

가 되어, 이것은 바로 뉴턴의 제2법칙 F = ma 와 동일하다.

따라서 뉴턴역학은 변분 원리의 한 구체적 표현일 뿐이다. 자연은 힘을 계산하는 대신,
작용을 최소화하는 ‘경로’를 스스로 선택한다.
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3. 다차원 일반화

복수의 좌표 qi(t) 에 대해 동일한 원리를 적용하면

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0, i = 1, 2, . . . , N

이 된다. 이 식은 고전역학뿐 아니라 전자기장, 유체역학, 상대론적 장이론에도 그대로 확
장된다.

4. 물리적 의미 요약

- ”라그랑지안:” 계의 동역학을 결정하는 중심 함수 (L = T − V ) - ”작용:” 시간에 따른
라그랑지안의 적분 (S =

∫
L dt) - ”오일러–라그랑주 방정식:” 작용이 최소가 되도록 하는

조건
d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0

- ”핵심메시지:” “자연은항상가장조화로운경로를택한다.”이간단한원리가미시세계와
거시세계를 모두 설명하는 물리학의 근본 언어이다.
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Chapter 5

뇌터 정리의 기본 유도

5.1 라그랑지안의 변분

이제 변분 원리를 이용해 대칭이 존재할 때 어떻게 보존량이 생겨나는지를 수학적으로

유도해 보자. 이 과정이 바로 ”뇌터 정리(Noether’s theorem)”의 핵심이다.

1. 라그랑지안의 변환

계의 일반좌표를 qi 라고 하자. 어떤 연속적인 미소변환을 가정하면 다음과 같이 표현할 수
있다:

qi → q′i = qi + ϵ δqi, t→ t′ = t+ ϵ δt,

여기서 ϵ 은 작은 실수 매개변수이며, δqi, δt 는 변환에 따른 미소 변화 형태를 뜻한다.
라그랑지안 L(qi, q̇i, t)의 총 변분은

δL =
∑
i

(
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

δq̇i

)
+
∂L
∂t
δt.

시간 변환을 포함할 때 속도의 변분은

δq̇i =
d

dt
(δqi)− q̇i

d

dt
(δt)

이므로, 부분적분을 거치면

δL =
∑
i

[
∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)]
δqi +

d

dt

(∑
i

∂L
∂q̇i

δqi + L δt

)
.

오일러–라그랑주 방정식
d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0

이 성립하는 실제 궤적 위에서는 첫 괄호가 0이 되며, 따라서

δL =
d

dt

(∑
i

pi δqi + L δt

)
, pi ≡

∂L
∂q̇i

.

즉, 운동방정식을 만족하는 궤적 위에서 δL은 언제나 전체 시간미분 형태로 정리된다.

17
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2. 대칭의 조건

어떤 변환이 대칭이라는 뜻은, 그 변환에 대해 라그랑지안의 변화가

δL =
dF

dt

처럼 표면항(total derivative)으로만 바뀐다는 것이다. 이는 계의 운동을 바꾸지 않는 재
표현일 뿐이다. 이 조건이 바로 뇌터 정리가 적용되는 ”대칭 조건(symmetry condition)”
이다.

5.2 보존 전류의 일반형

뇌터 정리의 핵심은 이 대칭 조건으로부터 보존되는 양을 직접 도출할 수 있다는 점이다.

1. 보존량의 도출(일반형, δt ̸= 0 포함)

앞 절의 결과와 대칭 조건을 비교하자:

δL =
d

dt

(∑
i

pi δqi + L δt

)
and δL =

dF

dt
.

양변을 같다고 놓으면

d

dt

(∑
i

pi δqi + L δt− F

)
= 0.

여기서 해밀토니안을 H =
∑

i piq̇i − L이라 두고 정리하면,

∑
i

pi δqi + L δt =
∑
i

pi
(
δqi − q̇i δt

)
+

(∑
i

piq̇i − L

)
δt =

∑
i

pi
(
δqi − q̇i δt

)
+H δt.

따라서 보존량의 일반형은

Q =
∑
i

pi
(
δqi − q̇i δt

)
+ H δt − F,

dQ

dt
= 0.

특히 내부 대칭(δt = 0)인 경우에는 더 단순해져

Q =
∑
i

pi δqi − F,
dQ

dt
= 0.

2. 구체적 예시

- 시간이동 대칭 (δt = ϵ, δqi = 0, F = 0): Q = H (에너지 보존)
- 공간이동 대칭 (δt = 0, δqi = ϵ): Q = pi (운동량 보존)
- 회전 대칭 (δr = ϵ× r, δt = 0): Q = L = r× p (각운동량 보존)

- 게이지 대칭 (표면항 F가 비트리비얼): Q =

∫
J0 d3x (전하 보존)
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3. 장론적 일반화

입자계 대신 장(field)으로 확장하면, 라그랑지안 밀도 L(ϕ, ∂µϕ)에 대해 대칭 변환 ϕ →
ϕ+ ϵ δϕ가 존재한다면

∂µJ
µ = 0

가 성립한다. 여기서

Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ− F µ

는 ”뇌터 전류(Noether current)”,

Q =

∫
J0 d3x

는 ”보존 전하(Noether charge)”이다. 이 일반화는 QFT와 게이지이론 등 현대이론물리의
기본 언어다.

4. 물리적 의미

대칭이란자연법칙의형태가변환아래에서불변이라는뜻이고,그불변성은특정물리량의
보존으로 나타난다. 즉,

대칭 ⇒ 보존 ⇒ 질서.

뇌터 정리는 이 연쇄를 수학적으로 보증하는 원리이다.
“‘latex



20 CHAPTER 5. 뇌터 정리의 기본 유도



Chapter 6

뇌터 정리에서의 표면항: δL =
dF

dt

6.1 개요

뇌터(Noether) 정리는 연속 대칭이 존재할 때 대응하는 보존 전류와 보존량이 존재함을
보장한다. 이때 라그랑지언 밀도 L의 불변성은

δL = 0

으로만 요구되지 않는다. 보다 일반적으로 완전미분항(total derivative)인

δL =
dF

dt

이어도 작용(action)은 경계에서만 바뀌며 운동방정식과 보존법칙은 그대로 유지된다. 본
장에서는이표면항(surface term)의물리적/수학적의미와뇌터보존량에서의보정항(cor-
recting term) 역할을 정리한다.

6.2 작용의 불변성과 표면항

고전계의 작용은

S[q] =

∫ t2

t1

L
(
q(t), q̇(t), t

)
dt (6.1)

로 주어진다. 어떤 변환 하에서

δL =
dF

dt
(6.2)

이면,

δS =

∫ t2

t1

dF

dt
dt = F (t2)− F (t1) (6.3)

이되어작용의변화는경계(boundary)에서만기여한다.변분원리에서 δq(t1) = δq(t2) = 0
등의 경계 조건을 채택하면 오일러–라그랑주 방정식은 변함이 없고, 따라서 물리 법칙은
불변이다. 즉, 라그랑지언의 완전 불변성 대신 작용의 물리적 불변성이 핵심이다.

21
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6.3 완전미분항의 무해성: 동역학 방정식의 불변

라그랑지언에 완전미분항을 더한

L′ = L+
dF

dt
(6.4)

을 고려하자. 그러면
d

dt

(
∂L′

∂q̇i

)
− ∂L′

∂qi
=

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

(6.5)

이므로 오일러–라그랑주 방정식은 동일하다. 따라서 dF
dt
는 라그랑지언의 게이지 자유도처

럼 작용하며 동역학을 바꾸지 않는다.

6.4 뇌터 유도에서의 역할: 보존량의 보정항

변환

t→ t+ δt, qi → qi + δqi (6.6)

를 고려하면 라그랑지언의 변형은

δL =
∑
i

∂L
∂qi

δqi +
∑
i

∂L
∂q̇i

δq̇i +
∂L
∂t

δt. (6.7)

이 변형이 완전미분

δL =
dF

dt
(6.8)

의 형태이면, 부분적분과 오일러–라그랑주 방정식을 결합하여

d

dt

(∑
i

∂L
∂q̇i

δqi − F

)
= 0 (6.9)

을 얻고, 괄호 안의 양이 보존량이 된다:

Q =
∑
i

pi δqi − F = const. (pi ≡ ∂L/∂q̇i) (6.10)

여기서 F가 바로 보존량을 정확히 규정해 주는 보정항이다. F를 무시하면 Q의 수치가
틀어지며, 특히 시간/공간 병진 대칭에서의 에너지/운동량 보존식이 올바르게 나오지 않
는다.

6.5 예시: 시간 병진 대칭과 에너지 보존

시간 이동 t→ t+ ϵ에 대해

δqi = q̇i ϵ, δL =
dL
dt

ϵ ⇒ F = L ϵ. (6.11)

따라서 보존량은

Q =
∑
i

pi δqi − F = ϵ

(∑
i

piq̇i − L

)
= ϵH, (6.12)

여기서 H는 해밀토니언이다. 즉, 시간 병진 대칭 ⇒ 에너지 보존이며, 이때 F = Lϵ이
정확한 에너지 식을 보장하는 필수 보정항으로 등장한다.
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6.6 장론으로의 일반화

장 ϕa(x)와 라그랑지언 밀도 L(ϕa, ∂µϕa, x)에서 변환이 있을 때

δL = ∂µK
µ (6.13)

이면(여기서 Kµ는 표면항), 뇌터 전류

Jµ =
∑
a

∂L
∂(∂µϕa)

δϕa −Kµ (6.14)

가 정의되고, 운동방정식 위에서
∂µJ

µ = 0 (6.15)

을 만족한다. 전하 Q =
∫
d3x J0는 시간에 따라 불변이다. 여기서 Kµ가 바로 입자계의 F

에 대응하는 표면항이며, 경계 기여를 정확히 제거하여 보존 전류를 정규화한다.

6.7 경계 조건과 물리적 가시성

표면항은 경계에서만 기여하므로, 변분 원리에서 적절한 경계 조건(예: δϕ|∂Ω = 0, 혹은
Kµnµ|∂Ω = 0)을 채택하면 동역학과 보존식은 영향을 받지 않는다. 반대로 경계가 물리
적으로 중요할 때(예: 위상물질의 경계 모드)에는 표면항이 관측 가능량에 영향을 주기도
하며, 이 경우 Kµ의 형태와 경계 조건의 정합성이 이론의 물리적 예측력을 좌우한다.

6.8 요약

• δL = dF
dt

(혹은 장론에서 δL = ∂µK
µ)는 라그랑지언이 완전히 불변이 아니어도 작용

의 불변성을 보장하는 표면항이다.

• 완전미분항은동역학방정식을바꾸지않으며,뇌터보존량에서필수적인보정항으로
작용한다:

Q =
∑
i

pi δqi − F (입자계), Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ−Kµ (장론).

• 시간 병진 대칭에서는 F = Lϵ이 되어 Q =
∑

i piq̇i − L = H를 낳는다.

• 경계/표면 기여는 변분 원리의 경계 조건으로 제어되며, 필요 시 물리적 효과(경계
모드)에 반영된다.



24 CHAPTER 6. 뇌터 정리에서의 표면항: δL =
dF

dt



Chapter 7

시간 대칭과 에너지 보존

7.1 라그랑지안에 시간 의존성 없음

시간은 물리학에서 가장 기본적인 변수이지만, 모든 법칙이 시간의 흐름에 따라 변하는
것은 아니다. 대부분의 고전적 물리계는 시간이 흘러도 그 법칙의 ‘형태’가 변하지 않는다.
이러한 성질을 ”시간 대칭(time translation symmetry)” 이라고 부른다.

1. 시간 이동 변환

시간이 일정량 ϵ 만큼 이동한다고 하자.

t→ t′ = t+ ϵ

이때 일반좌표 qi(t) 는

qi(t)→ q′i(t
′) = qi(t+ ϵ)

로 변한다. 시간이 변했지만, 라그랑지안이 그 변환에 의해 ”형태적으로 불변”이라면, 즉,

L(qi, q̇i, t) = L(q′i, q̇′i, t′)

가 성립한다면, 그 시스템은 시간 대칭을 가진다고 한다.

2. 라그랑지안의 시간 의존성

라그랑지안이 명시적으로 시간에 의존하지 않는다는 것은,

∂L
∂t

= 0

이라는 의미이다.
이 조건은 ”계의 물리적 성질이 시간에 따라 변하지 않는다”는 뜻이다. 예를 들어, 진자

나 자유낙하 운동은 시간이 흘러도 법칙이 동일하게 작동한다. 이때 뇌터 정리에 따르면,
이 시간 대칭이 바로 ”에너지 보존”을 낳는다.

7.2 에너지 보존의 의미

이제 시간 대칭으로부터 보존되는 물리량이 무엇인지를 살펴보자.

25
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1. 뇌터 정리로부터의 유도

뇌터 정리에서, 라그랑지안이 시간 이동에 대해 불변일 때의 보존량 Q 는 다음과 같다:

Q =
∑
i

∂L
∂q̇i

δqi − F

시간이동에 대한 변환에서는 δqi = q̇iδt, F = Lδt 이므로,

Q =
∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − L

이 식이 바로 ”에너지(또는 해밀토니안)” 이다:

E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i
− L

이 양은 시간에 대해 일정하게 유지된다:

dE

dt
= 0

즉, ”에너지는 시간 대칭성의 결과로 보존된다.”

2. 예시: 단진자(진동계)

단진자의 라그랑지안을 생각해 보자.

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

여기서 ∂L
∂t

= 0 이므로 시간 대칭이 존재한다. 따라서 에너지는 다음과 같이 보존된다.

E = ẋ
∂L
∂ẋ
− L = mẋ2 −

(
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2
)

=
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

즉, 운동에너지와 위치에너지의 합이 일정하다. 진자가 흔들리더라도, 그 총에너지는 시간
에 따라 변하지 않는다.

3. 에너지 보존의 물리적 해석

에너지가 보존된다는 것은 시간이 흘러도 자연의 ‘법칙적 패턴’이 변하지 않음을 뜻한다.
즉, 자연은 ”시간에 대해 균질(homogeneous)” 하다.
에너지는 물리계가 가진 변화를 일으킬 수 있는 능력이다. 시간이동 대칭이 성립한다는

것은 그 능력이 사라지거나 새로 생기지 않는다는 의미이다.
따라서 다음의 대응 관계가 성립한다:

시간 대칭 ←→ 에너지 보존

이것이 뇌터 정리가 말하는 가장 근본적이고 직관적인 예시이다.
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4. 시간 대칭의 깨짐과 에너지 변화

만약 라그랑지안이 명시적으로 시간에 의존한다면 (∂L/∂t ̸= 0), 시간 대칭은 깨지고, 에너
지는 더 이상 보존되지 않는다:

dE

dt
= −∂L

∂t

예를 들어, 외력이 작용하거나 마찰이 존재하는 경우가 그렇다. 이때는 계가 외부와 에너
지를 주고받기 때문에 내부적으로는 더 이상 에너지 보존이 유지되지 않는다.
즉, 에너지 보존은 “닫힌 계(closed system)”에서만 성립하는 법칙이다. 대칭이 깨지면

보존도 사라진다.

5. 요약

- 시간 대칭은 라그랑지안이 시간에 명시적으로 의존하지 않는다는 뜻이다. - 이 대칭이
존재할 때, 뇌터 정리에 따라 다음이 보존된다:

E =
∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i
− L

- 에너지는 계의 상태가 시간에 따라 변하지 않음을 나타내는 불변량이다. - 대칭이 깨질
경우, 에너지는 더 이상 보존되지 않는다.
결국, ”시간의 균질성 → 에너지 보존”, 이 단순한 연결이 모든 물리 이론의 기본 축을

이루고 있다. 자연은 시간의 흐름 속에서도 자신의 질서를 유지하기 위해 에너지를 변하지
않게 만든다.
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Chapter 8

공간 대칭과 운동량 보존

8.1 공간이동 불변성과 운동량

공간의 어느 지점에서 실험을 하더라도 물리 법칙이 달라지지 않는다는 사실은 우리에게

너무나 익숙하다. 서울에서 떨어뜨린 공이든, 뉴욕에서 떨어뜨린 공이든, 그 운동은 같은
법칙을 따른다. 이것이 바로 ”공간의 균질성(spatial homogeneity)”, 즉 ”공간이동 대칭
(spatial translation symmetry)” 이다.

1. 공간이동 변환

한 입자의 위치를 x라 할 때, 공간이 일정 거리 ϵ 만큼 이동하는 변환은 다음과 같다.

x→ x′ = x+ ϵ

이때 속도는 변하지 않는다:

ẋ′ = ẋ

라그랑지안 L(x, ẋ, t)이 이 변환에 대해 불변이라면, 즉

L(x, ẋ, t) = L(x+ ϵ, ẋ, t)

이라면, 이 시스템은 공간이동 대칭을 가진다.
이 조건은 곧 다음을 의미한다:

∂L
∂x

= 0

즉, 라그랑지안이 위치에 명시적으로 의존하지 않으면 공간이동 대칭이 존재하는 것이다.

2. 뇌터 정리로부터의 운동량 보존

이제 뇌터 정리를 적용하자. 공간이동 변환에서 δx = ϵ, δẋ = 0, 그리고 F = 0이다. 따라서
보존량 Q는 다음과 같다:

Q =
∂L
∂ẋ

δx

여기서 ϵ은 상수이므로,
d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
= 0

29
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즉, 다음의 양이 일정하게 유지된다:

p =
∂L
∂ẋ

= constant

이 p가 바로 ”운동량(momentum)” 이다.
결국, “라그랑지안이 위치에 의존하지 않는다”는 것은 “운동량이 보존된다”는 것과 동

등하다.

3. 물리적 의미

운동량 보존은 물체의 운동이 외부로부터 간섭받지 않는 한, 그 자체의 상태를 유지한다는
의미이다. 즉, 공간의 균질성은 자연이 ‘어디서든 같은 힘’을 느끼도록 만든다.
이 개념은 고전역학뿐 아니라 양자역학과 상대론에서도 그대로 이어진다. 예를 들어,

파동함수의공간적위상변화에불변성이존재할때운동량연산자는다음과같이등장한다:

p̂ = −iℏ ∂
∂x

이 역시 공간이동 대칭의 결과이다.
즉,운동량보존은자연의공간이균일하다는사실의수학적표현이다.공간의균질성이

곧 물리법칙의 보편성을 보장한다.

8.2 예: 자유입자 운동

공간 대칭이 가장 명확하게 드러나는 예는 ”자유입자(free particle)” 의 운동이다.

1. 자유입자의 라그랑지안

자유입자는 외력이 작용하지 않는 입자이므로 위치에 의존하는 퍼텐셜이 없다:

V (x) = 0

따라서 라그랑지안은 단순히

L =
1

2
mẋ2

이다. 여기서 L은 x에 명시적으로 의존하지 않는다. 즉, 공간이동 대칭이 존재한다.

2. 오일러–라그랑주 방정식의 결과

오일러–라그랑주 방정식을 적용하면,

d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
− ∂L
∂x

= 0

인데, ∂L
∂x

= 0이므로
d

dt
(mẋ) = 0

따라서,
mẋ = constant

즉, 운동량 p = mẋ 가 보존된다.
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3. 물리적 해석

자유입자의운동은단순히 “가속도가 0이다”라는사실을넘어서공간이동대칭이유지되기
때문에 운동량이 일정하다는 더 근본적인 이유를 가진다.
공간이동 대칭은 힘이 어디서나 동일하게 작용한다는 사실을 뜻한다. 따라서 공간의

균질성이 자연스러운 결과로 운동량 보존을 낳는 것이다.
즉,

공간 대칭 ←→ 운동량 보존

이것이 뇌터 정리가 우리에게 보여주는 또 하나의 아름다운 대응 관계이다.

4. 3차원 일반화

3차원 공간에서 일반화하면, 각 좌표 xi 에 대한 대칭이 각각의 운동량 보존을 낳는다:

pi =
∂L
∂ẋi

따라서,
dp

dt
= 0

가 되어, 운동량 벡터 p = (px, py, pz) 는 일정하다.
공간의 균질성은 세 방향 모두 동일하기 때문에, 세 개의 독립적인 운동량 보존 법칙이

존재한다. 이 세 개의 법칙이 합쳐져 뉴턴 제1법칙(관성의 법칙)을 구성한다.

5. 요약

- 라그랑지안이 위치 x 에 의존하지 않으면 공간이동 대칭이 존재한다. - 뇌터 정리에 의해
운동량이 보존된다:

p =
∂L
∂ẋ

= constant

- 자유입자의 경우, L = 1
2
mẋ2 이므로 운동량 보존이 직접적으로 성립한다. - 공간의 균질

성은 자연이 ‘어디서나 같은 법칙’을 따름을 의미하며, 이것이 운동량 보존의 근원이다.
결국, 시간 대칭이 에너지 보존을 낳듯이, 공간 대칭은 운동량 보존을 낳는다. 자연은

언제나 “변하지 않는 것” 속에서 “변화를 허락하는 방식”으로 질서를 유지한다.
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Chapter 9

회전 대칭과 각운동량 보존

9.1 회전 대칭성의 수학적 표현

공간의 어느 방향을 바라보더라도 자연의 법칙이 변하지 않는다는 것은 우리가 매일 경

험하는 사실이다. 별의 궤도, 지구의 자전, 전자의 스핀까지— 모두 이 ‘방향의 공평함’을
반영한다. 이것이 바로 ”회전 대칭(rotational symmetry)” 이다.

1. 회전 변환의 기본 개념

2차원 평면에서 좌표 (x, y)를 작은 각도 ϵ 만큼 반시계 방향으로 회전시킨다고 하자. 그때
좌표는 다음과 같이 변환된다.(

x′

y′

)
=

(
cos ϵ − sin ϵ
sin ϵ cos ϵ

)(
x
y

)
이를 미소 회전(ϵ≪ 1)으로 전개하면,

x′ = x− ϵy, y′ = y + ϵx

즉, 미소 회전의 변환량은
δx = −ϵy, δy = ϵx

이다.
라그랑지안 L(xi, ẋi)이 이러한 변환에 대해 불변이라면,

δL = 0

계는 회전 대칭을 가진다고 한다.

2. 회전 대칭의 일반화

3차원 공간에서 회전은 세 축(x, y, z)을 중심으로 한 세 가지 독립적인 변환으로 표현된다.
작은 회전 벡터 ϵ = (ϵx, ϵy, ϵz) 에 대해,

δr = ϵ× r

이다. 이는 직관적으로, 회전은 위치 벡터가 그 축에 수직한 방향으로 작게 회전함을 의미
한다.
라그랑지안이 이 회전에 대해 불변이면, 즉

δL = 0

이면, 뇌터 정리에 따라 그에 대응하는 ”보존량”이 존재한다. 그것이 바로 ”각운동량(an-
gular momentum)” 이다.
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9.2 각운동량 보존의 기원

회전 대칭으로부터 각운동량이 보존됨을 뇌터 정리를 이용해 수학적으로 도출해 보자.

1. 뇌터 정리의 적용

뇌터 정리에 따르면, 라그랑지안이 어떤 연속적인 변환에 대해 불변이면 다음 양이 시간에
대해 일정하다:

Q =
∑
i

∂L
∂q̇i

δqi

회전 변환에서는 δr = ϵ× r 이므로,

Q =
∂L
∂ṙ
· (ϵ× r)

벡터 삼중곱의 성질을 이용하면,

Q = ϵ ·
(
r× ∂L

∂ṙ

)
이때 ∂L

∂ṙ
는 운동량 p 이므로,

L = r× p

이다. 따라서 뇌터 정리는 다음을 의미한다:

dL

dt
= 0

즉, 각운동량이 보존된다.

2. 물리적 의미

각운동량 보존은 공간의 방향이 균등하다는 사실에서 나온다. 자연은 어떤 한 특정 방향을
‘특별히’ 선택하지 않는다. 방향의 등방성(isotropy)이 회전 대칭을 낳고, 그 대칭이 각운동
량 보존으로 이어진다.
이 법칙은 단순히 물체의 회전에만 적용되는 것이 아니다. 행성의 공전, 원자 내 전자의

궤도, 심지어 전자의 스핀(spin)까지도 모두 회전 대칭의 결과이다.
즉,

회전 대칭 ←→ 각운동량 보존

3. 예: 중심력 운동

질량 m 의 입자가 중심력 F (r) 을 받을 때, 라그랑지안은 다음과 같다:

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− V (r)

이때 θ 에 대한 미분은 다음과 같다:

d

dt

(
∂L
∂θ̇

)
=
∂L
∂θ
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그런데 V (r) 는 θ 에 의존하지 않으므로 오른쪽 항은 0이다. 따라서,

d

dt

(
mr2θ̇

)
= 0

즉,
L = mr2θ̇ = constant

이 양이 바로 ”각운동량”이다. 행성이 타원 궤도를 따라 움직일 때 속도가 위치에 따라
달라지더라도 L 은 항상 일정하다. 이것이 바로 케플러 제2법칙(면적 속도 일정)의 수학적
근거이다.

4. 장론적 일반화

양자장론이나전자기학에서도회전대칭은보존전류를만들어낸다.라그랑지안밀도 L(ϕ, ∂µϕ)
가 회전 변환에 대해 불변이면,

Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

가 성립하며,
∂µJ

µ = 0

이다. 이 Jµ 는 ”각운동량 전류(angular momentum current)” 에 해당하며, 그 적분된 형
태가 고전적 L 로 이어진다.

5. 요약

- 라그랑지안이 회전 변환에 대해 불변이면, 뇌터 정리에 따라 각운동량이 보존된다. - 보
존량은

L = r× p

로 주어지며, 시간에 대해 일정하다. - 회전 대칭의 본질은 ”자연이 어떤 방향도 특별히 취
급하지 않는다”는 것에 있다. - 중심력 운동, 행성 궤도, 전자 스핀 등 모든 회전적 현상에서
이 대칭이 작용한다.
결국, ”시간의 균질성 → 에너지 보존”, ”공간의 균질성 → 운동량 보존”, 그리고 ”

방향의 등방성 → 각운동량 보존” 이라는 세 가지 대응 관계가 완성된다.
자연은 자신을 유지하기 위해 ‘변하지 않는 것들’을 선택했고, 그 결과가 바로 우리가

관측하는 에너지, 운동량, 그리고 각운동량의 보존이다.
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Chapter 10

게이지 대칭과 전하 보존

10.1 U(1) 위상 대칭

고전역학에서 대칭이 위치나 시간의 이동이었다면, 전자기학과 양자역학에서는 대칭이
“위상의 변화”로 확장된다. 이러한 내부적(internal) 대칭은 입자의 물리적 성질을 바꾸지
않으면서도 계의 기술 방식을 변환시킨다. 이를 ”게이지 대칭(gauge symmetry)” 이라고
한다.

1. 파동함수의 위상 불변성

양자역학에서입자의상태는파동함수 ψ(r, t)로표현된다.그런데,파동함수는다음과같은
”위상변환(phase transformation)” 에 대해 물리적으로 동일한 상태를 나타낸다:

ψ(r, t)→ ψ′(r, t) = eiαψ(r, t)

여기서 α 는 일정한 실수 상수이다. 이 변환은 파동함수의 절댓값 |ψ|2 — 즉, 확률밀도 —
를 바꾸지 않는다:

|ψ′|2 = |eiαψ|2 = |ψ|2

따라서 관측 가능한 물리량은 변하지 않는다. 이 불변성이 바로 ”U(1) 위상 대칭”이다.
(여기서 U(1) 은 복소평면 위의 단위 원군(unitary group of degree 1)을 뜻한다.)

2. 국소 게이지 대칭(Local Gauge Symmetry)

위상변환의 매개변수 α 가 공간과 시간의 함수로 바뀐다고 하자:

ψ(r, t)→ eiα(r,t)ψ(r, t)

이제 문제는, 이 변환 아래에서는 미분항 ∇ψ 가 단순히 변하지 않는다는 것이다.

∇ψ′ = eiα (∇ψ + i(∇α)ψ)

즉, 라그랑지안에 포함된 미분항이 변형되어 더 이상 불변성을 유지하지 않는다.
이를 해결하기 위해 새로운 장 Aµ (벡터 퍼텐셜)를 도입한다. 이 장이 동시에 다음과

같이 변하면,

Aµ → A′
µ = Aµ −

1

e
∂µα

결과적으로 전체 라그랑지안은 다시 불변이 된다.
이것이 ”게이지 보존 원리(gauge invariance principle)” 의 핵심이다. 즉, 물리법칙의

위상 대칭성을 유지하기 위해 전자기장 Aµ 가 반드시 존재해야 한다. 이 대칭이 전자기
상호작용의 본질을 결정한다.
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10.2 전하보존과 맥스웰 방정식

이제 게이지 대칭으로부터 전하가 보존된다는 사실을 살펴보자.

1. 전자기 라그랑지안의 형태

전자기장을 기술하는 라그랑지안 밀도는 다음과 같다:

L = −1

4
FµνF

µν − JµAµ

여기서

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
는 전자기장의 장세기 텐서(field strength tensor)이다. Jµ = (ρ,J) 는 전류 4-벡터이며,
전하밀도와 전류를 포함한다.
이 라그랑지안은 U(1) 게이지 변환에 대해 불변이다. 즉,

Aµ → A′
µ = Aµ −

1

e
∂µα, ψ → eiαψ

일 때 L 의 형태는 변하지 않는다.

2. 뇌터 정리에 의한 전류 보존

게이지 대칭이 존재하므로, 뇌터 정리에 따라 이에 대응하는 ”보존 전류(conserved cur-
rent)” 가 존재한다. 그 전류가 바로 Jµ 이며, 그 보존 법칙은 다음과 같다:

∂µJ
µ = 0

이것은 전하보존식을 의미한다.
즉,전류의발산이 0이므로어떤공간영역안에서전하의총량은시간이지나도변하지

않는다:
d

dt

∫
ρ d3x = 0

이 식은 우리가 알고 있는 ”전하보존의 법칙”을 가장 일반적이고 근본적인 형태로 표현한
것이다.

3. 맥스웰 방정식과의 연결

맥스웰 방정식 중 하나인

∇ · E =
ρ

ε0

과

∇×B− 1

c2
∂E

∂t
= µ0J

를 연속적으로 연결하면,
∂ρ

∂t
+∇ · J = 0

이 얻어진다. 이 식은 바로 ∂µJ
µ = 0의 3차원 표현이다.

즉, 전자기학의 맥스웰 방정식은 게이지 대칭에 의해 보장되는 ”뇌터 전류의 보존식”과
동일한 물리적 의미를 가진다.
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4. 물리적 의미

게이지 대칭은 “위상이 달라져도 물리적 내용은 변하지 않는다”는 뜻이다. 이 불변성이
전하보존을 강제한다.
즉,

U(1) 위상 대칭 ←→ 전하 보존

이것이 뇌터 정리가 전자기학에서 가지는 가장 아름다운 형태이다.
전하는 결코 사라지지 않고, 공간을 통해 이동하거나 재배치될 뿐이다. 자연은 위상의

자유를 허용하는 대신, 그 대가로 ”전하의 총합이 항상 일정”하도록 만들어 놓았다.
이 단순한 규칙이 우주의 전자기적 질서를 유지하는 근본 법칙이다.

5. 요약

- ”U(1) 위상 대칭:” 파동함수의 위상이 변해도 물리적 상태는 동일함. - ”게이지 불변성:”
위상변환에 따른 전자기장 Aµ 의 변환으로 라그랑지안이 불변. - ”뇌터 전류:” ∂µJ

µ = 0
→ 전하보존식. - ”맥스웰 방정식:” ∂ρ

∂t
+∇ ·J = 0 → 전하의 생성 ·소멸 없음. - ”핵심 대응

관계:”
U(1) 게이지 대칭 ←→ 전하 보존

결국, 시간의 대칭은 에너지를, 공간의 대칭은 운동량을, 회전의 대칭은 각운동량을,
그리고 위상의 대칭은 ”전하를 보존”하게 만든다.
이 네 가지 기본 대칭이 우주가 스스로의 질서를 유지하는 보편적인 언어이다.
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Chapter 11

게이지 대칭과 전하 보존: 전자기장에서의
뇌터 정리 유도

11.1 개요

본 장의 목표는 전자기학(Abelian U(1) 게이지 이론)에서 게이지 대칭으로부터 전하 보존
이 어떻게 뇌터 정리로 유도되는지 명확히 보이는 것이다. 핵심은 다음 두 단계이다:

1. 전역(Global) U(1) 대칭 ⇒ 뇌터 정리(1)로 연속 방정식 ∂µJ
µ = 0 유도.

2. 국소(Local) U(1) 대칭 ⇒ 게이지 장 Aµ 도입(최소결합)으로 일관성 확보, 맥스웰
방정식의 원천항이 바로 Jµ가 됨.

전역 대칭은 직접적인 보존 전류를 주고, 국소 대칭은 그 전류가 게이지 장의 원천으로
작동함을 보장한다. 필요 시 뇌터의 제2정리 관점(국소 대칭 ⇒ 항등식)도 덧붙인다.

11.2 스칼라장(QEDϕ)에서의 유도

11.2.1 준비: 라그랑지언과 대칭

복소 스칼라장 ϕ가 전하 e를 가진다고 하자. 게이지 공변도함수와 장세기는

Dµ ≡ ∂µ + ieAµ, Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ, (11.1)

이며, 라그랑지언 밀도는

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)
∗(Dµϕ)− V (|ϕ|2). (11.2)

국소 U(1) 게이지 변환은

ϕ(x)→ eiα(x)ϕ(x), ϕ∗(x)→ e−iα(x)ϕ∗(x), Aµ(x)→ Aµ(x)−
1

e
∂µα(x) (11.3)

로 주어진다. 이때 L은 표면항까지 불변이다.
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11.2.2 1단계: 전역 U(1)로부터 뇌터 전류

먼저 전역(α =상수) 변환만 고려하며, Aµ는 고정한다:

δϕ = iα ϕ, δϕ∗ = −iα ϕ∗, δAµ = 0. (11.4)

라그랑지언 (11.2)의 변분은 운동방정식 위에서 표면항으로 귀착되고, 뇌터 정리에 따라
전류

Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ+

∂L
∂(∂µϕ∗)

δϕ∗ = i [ϕ∗(Dµϕ)− (Dµϕ)∗ ϕ] (11.5)

가 도출되며, 연속 방정식
∂µJ

µ = 0 (11.6)

이 성립한다. 이는 전역 연속 대칭 ⇒ 전하 보존의 표준적 결과이다.

11.2.3 2단계: 국소 대칭과 맥스웰 방정식의 일관성

이제 국소 변환 (11.3)를 허용하면, 게이지 장 방정식(맥스웰 방정식)이

∂νF
νµ = e Jµ, (11.7)

로 주어지며, 좌변에 ∂µ를 작용하면 항등적으로 ∂µ∂νF
νµ = 0이므로 (11.7)의 일관성은

∂µJ
µ = 0 (11.8)

을 요구한다. 즉, 국소 게이지 불변성은 원천 전류의 보존을 강제하며, 이는 전역 대칭에서
얻은 뇌터 전류 (11.5)와 정확히 합치한다.

정리. 전역 U(1) 대칭으로부터 뇌터 전류 (11.5)가 유도되고, 국소 U(1) 대칭(최소결합)
은 그 전류가 맥스웰 방정식의 원천이 되며 (11.7), 동시에 U(1) 게이지 항등식으로 인해
(11.6)가 유지됨을 보장한다.

11.3 디랙장(QEDψ)에서의 유도

11.3.1 준비: 라그랑지언과 대칭

전하 e를 가진 디랙장에 대해

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄ (iγµDµ −m)ψ, Dµ = ∂µ + ieAµ. (11.9)

전역 U(1) 변환은
ψ → eiαψ, ψ̄ → ψ̄ e−iα, δAµ = 0. (11.10)

11.3.2 전역 U(1)로부터 뇌터 전류

뇌터 정리에 의해 보존 전류는

Jµ = ψ̄ γµ ψ, (11.11)

이며, 디랙 방정식을 사용하면
∂µJ

µ = 0 (11.12)

가 성립한다.
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11.3.3 국소 대칭과 맥스웰 방정식

국소 게이지 변환

ψ → eiα(x)ψ, Aµ → Aµ −
1

e
∂µα (11.13)

하에서 (11.9)는 불변이며, 게이지 장의 운동방정식은

∂νF
νµ = e ψ̄γµψ = e Jµ. (11.14)

Bianchi 항등식(또는 항등적 대칭성)으로부터 ∂µ∂νF
νµ = 0이므로, 일관성은 (11.12)를 다

시 요구한다.

11.4 표면항과 뇌터 전류의 정규화

국소 변환을 사용할 때 라그랑지언의 변화는 표면항(총미분항)으로 정리된다:

δL = ∂µK
µ. (11.15)

뇌터 전류의 일반형은

Jµ =
∑
a

∂L
∂(∂µΦa)

δΦa −Kµ (11.16)

으로 주어지며, 여기서 Φa는 모든 장(물질장과 게이지장)을 포함한다. 국소 게이지의 경
우 Kµ가 바로 경계에서의 기여를 상쇄하는 정규화 표면항으로 작동하며, 전류의 구체식
(11.5), (11.11)가 얻어진다.

11.5 뇌터 제2정리 관점(국소 대칭과 항등식)

국소 게이지 대칭은 자유도 사이의 종속성을 내포하며, 뇌터 제2정리에 의해 항등식(iden-
tity)을 유도한다. U(1)의 경우

∂µ∂νF
νµ ≡ 0 (11.17)

이 항등적으로 성립하고, 이를 맥스웰 방정식과 결합하면 전류 보존이 요구된다:

∂µJ
µ = 0. (11.18)

따라서 전역 대칭이 보존 전류를 구성해 주고, 국소 대칭은 그 전류의 보존을 항등식 수준
에서 강제한다.

11.6 요약

• 전자기학의 U(1) 전역 대칭은 뇌터 정리에 의해

Jµϕ = i
[
ϕ∗Dµϕ− (Dµϕ)∗ϕ

]
, Jµψ = ψ̄γµψ

라는 보존 전류와 연속 방정식 ∂µJ
µ = 0를 준다.

• 국소 U(1) 대칭(최소결합)은 맥스웰 방정식

∂νF
νµ = e Jµ

의 일관성을 통해 전류 보존을 강제한다.
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• 표면항 Kµ는 국소 변환 시 라그랑지언 변화의 총미분을 보정해 전류의 정규화(경계
기여 제거)를 보장한다.

• 결론적으로,게이지대칭은전하보존의동역학적/대수적일관성을동시에보장한다.



Chapter 12

양자장론에서의 뇌터 전류

12.1 장론적 라그랑지안

고전역학에서 물리계의 기본 변수는 입자의 위치 qi(t) 였다. 하지만 현대 물리학에서는 입
자보다 더 근본적인 개념이 ”장(field)” 이다. 전자기장, 스칼라장, 스핀장 등 모든 물리적
실체는 어떤 형태의 장으로 기술된다.

1. 장론적 확장

하나의 스칼라장을 예로 들자. 시간과 공간에 의존하는 물리량 ϕ(xµ) (xµ = (ct,x))는 다음
과 같은 ”라그랑지안 밀도(Lagrangian density)” 를 가진다:

L =
1

2
∂µϕ ∂

µϕ− V (ϕ)

여기서 ∂µ = ∂
∂xµ
는 4차원 미분 연산자이며, V (ϕ) 는 장의 퍼텐셜이다.

이때 전체 작용은 공간과 시간 전체에 대해 적분한 형태로 주어진다:

S =

∫
L d4x

즉, 입자계에서의
∫
L dt 가 이제는 장론에서

∫
L d4x 로 확장된 것이다.

2. 장 방정식 도출

작용의 변분 조건 δS = 0 을 적용하면 장에 대한 오일러–라그랑주 방정식이 얻어진다:

∂L
∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
= 0

스칼라장의 경우 이를 풀면,

∂µ∂
µϕ+

dV

dϕ
= 0

이 식이 바로 ”클라인–고든 방정식(Klein–Gordon equation)” 으로, 스핀 0 입자의 운동을
기술한다.
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3. 장론에서의 뇌터 정리

이제 라그랑지안 밀도 L(ϕ, ∂µϕ) 가 어떤 연속적 대칭 변환 아래 불변이라고 하자:

ϕ→ ϕ′ = ϕ+ ϵ δϕ

이때 ϵ 은 작은 매개변수이다.

라그랑지안이이변환에대해불변이라면,뇌터정리에따라다음보존전류가존재한다:

Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ

그리고 이 전류는 항상 다음 조건을 만족한다:

∂µJ
µ = 0

이것이 ”장론에서의 뇌터 전류(Noether current)” 의 일반형이다.

4. 물리적 의미

∂µJ
µ = 0 은 전하보존식 ∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 의 4차원 일반화이다.

즉, 장론의 모든 보존 법칙—전하, 운동량, 에너지, 스핀—은 이 한 식으로부터 나온다.
대칭이 존재하면, 그에 대응하는 전류 Jµ 가 존재하고, 그 전류의 발산은 항상 0이다.

12.2 로런츠 대칭과 에너지–운동량 텐서

장론에서 공간과 시간은 하나의 4차원 시공간으로 통합되어 있다. 따라서, 공간 ·시간의 변
환은 ”로런츠 변환(Lorentz transformation)” 으로 표현된다. 이 변환이 라그랑지안을 바꾸
지않는다면,그대칭에대응하는보존량이바로 ”에너지–운동량텐서(Energy–Momentum
Tensor)” 이다.

1. 로런츠 대칭의 정의

로런츠 변환은 다음과 같이 표현된다:

x′µ = Λµνx
ν

여기서 Λµν 는 로런츠 변환 행렬이며, 다음 조건을 만족한다:

ΛµαΛ
ν
βηµν = ηαβ

(ηµν는 민코프스키(metric) 텐서이다.)

즉, 로런츠 변환은 시공간 간의 거리(시공간 간격)를 보존한다:

s2 = c2t2 − x2 − y2 − z2 = constant

이 불변성이 바로 상대론의 근본 대칭 원리이다.
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2. 에너지–운동량 텐서의 유도

라그랑지안밀도 L(ϕ, ∂µϕ)가공간 ·시간의평행이동(translation)에대해불변이라면,뇌터
정리에 의해 다음 전류가 존재한다:

T µν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− gµνL

이 T µν 가 바로 ”에너지–운동량 텐서(Energy–Momentum Tensor)” 이다. 그리고 항상 다
음을 만족한다:

∂µT
µν = 0

이는 네 개의 독립적인 보존 법칙을 의미한다: - ν = 0: 에너지 보존 - ν = 1, 2, 3: 운동량
보존

즉, 시간 ·공간 대칭이 에너지–운동량 보존으로 이어지는 것이다.

3. 장론에서의 의미

T 00 성분은 에너지 밀도, T 0i 성분은 운동량 밀도, T ij 성분은 응력(힘의 흐름)을 나타낸다.
이 텐서의 보존식 ∂µT

µν = 0 은 자연이 에너지와 운동량을 공간과 시간 속에서 서로
교환하되, 그 총합은 항상 일정하다는 것을 의미한다.
즉,

로런츠 대칭 ←→ 에너지–운동량 보존

이 대칭은 단순한 수학적 형식이 아니라, 모든 물리 법칙이 ‘관찰자에 관계없이 동일하
다’는 상대성 원리의 근본적 표현이다.

4. 예: 자유 스칼라장

자유 스칼라장 L = 1
2
∂µϕ ∂

µϕ− 1
2
m2ϕ2 에 대해, 에너지–운동량 텐서는 다음과 같다:

T µν = ∂µϕ ∂νϕ− gµνL

이때 ∂µT
µν = 0 이므로, 에너지와 운동량이 각각 보존된다.

특히,

T 00 =
1

2

[
(ϕ̇)2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2

]
는 에너지 밀도이며, 항상 양(positive) 값을 갖는다. 이것이 바로 장이 가진 에너지의 형태
이다.

5. 요약

- ”장론의 라그랑지안:”
L(ϕ, ∂µϕ)

- ”뇌터 전류:”

Jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ, ∂µJ

µ = 0

- ”에너지–운동량 텐서:”

T µν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− gµνL, ∂µT

µν = 0
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- ”핵심 대응 관계:”

로런츠 대칭 ←→ 에너지–운동량 보존

결국, 고전역학에서 시작된 뇌터 정리는 양자장론에서도 그대로 살아 있다. 대칭이 존
재하면 전류가 생기고, 그 전류의 발산이 0이면 우주는 변하지 않는 질서를 유지한다.
장(field)은 공간의 점마다 진동하지만, 그 전체의 패턴은 변하지 않는다. 그 질서의 근

원— 그것이 바로 ”대칭(symmetry)” 이며, 뇌터 정리가 밝혀낸 자연의 가장 단순하고도
깊은 언어이다.



Chapter 13

로렌츠 대칭으로부터 상대론적
에너지–운동량 관계의 유도

13.1 자유입자 작용과 로렌츠 불변성

특수상대론의 기본 원리는 모든 관성계에서 물리 법칙이 동일해야 한다는 로렌츠 대칭성
(Lorentz invariance)이다. 따라서 자유입자의 작용(Action)은 로렌츠 변환에 대해 스칼
라여야한다.시공간의불변간격을 ds = c dt

√
1− v2/c2라하면,자유입자의작용은다음과

같이 정의된다.

S = −mc
∫
ds = −mc2

∫
dt

√
1− v2

c2
. (13.1)

따라서 자유입자의 라그랑지언은

Lrel = −mc2
√

1− v2

c2
. (13.2)

이는 로렌츠 변환에 대해 불변이므로, 모든 관성계에서 동일한 물리적 의미를 갖는다.

13.2 운동량과 에너지의 정의

일반적인 라그랑지언 역학의 정의에 따라, 운동량과 해밀토니언(에너지)은 각각 다음과
같이 주어진다.

p =
∂Lrel

∂v
, E = p · v − Lrel. (13.3)

라그랑지언 (13.2)를 대입하면,

p = γmv, E = γmc2, 단, γ ≡ 1√
1− v2/c2

. (13.4)

따라서 정지질량 m을 가진 입자의 상대론적 운동량과 에너지는 로렌츠 불변 조건으로부터
자연스럽게 결정된다.

13.3 에너지–운동량 관계식의 유도

운동량과 에너지를 결합하면 다음의 불변식을 얻는다.

E2 − (pc)2 = (mc2)2. (13.5)
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이 식은 모든 관성계에서 동일하게 유지되며, 로렌츠 대칭이 보장하는 시공간적 불변량
이다. 식 (13.5)은 에너지–운동량 4-벡터 pµ = (E/c,p)의 노름이 질량에 의해 고정됨을
의미한다:

pµp
µ = m2c2. (13.6)

요약. 로렌츠 대칭 ⇒ 작용의 불변성 ⇒ 상대론적 라그랑지언 ⇒ 에너지–운동량 관계식
(13.5).

13.4 전자기장과의 상호작용: 게이지 + 로렌츠 대칭

전하 q를 가진 입자가 전자기 퍼텐셜 (ϕ,A) 속에 있을 때, 로렌츠 대칭과 게이지 대칭을
동시에 만족하려면 라그랑지언은 다음과 같은 형태를 가져야 한다.

Ltot = −mc2
√

1− v2

c2
+ q v ·A− qϕ− 1

4µ0

FµνF
µν . (13.7)

여기서

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (13.8)

은 전자기장 텐서로, 이 식은 로렌츠 변환에 대해 불변이며 게이지 변환 Aµ → Aµ + ∂µχ
하에서도 라그랑지언의 변화가 총미분항으로만 남는다. 따라서 (13.7)은 게이지 대칭 +
로렌츠 대칭을 모두 보존하는 상대론적 전자기 결합의 완전한 형태이다.

13.5 결과와 해석

• 자유입자의 로렌츠 불변 작용으로부터 에너지–운동량 관계

E2 = (pc)2 + (mc2)2

가 유도된다.

• 이는 4-운동량 pµ의 노름이 불변임을 의미하며, 로렌츠 대칭이 이 관계를 강제한다.

• 전자기 결합을 포함해도 라그랑지언이 로렌츠 및 게이지 대칭을 유지하면, 운동방정
식과 에너지–운동량 불변식은 동일한 형태를 유지한다.

요약

단계 결과

로렌츠 대칭 가정 작용 S = −mc
∫
ds 도입

작용 불변성 ⇒ L = −mc2
√

1− v2/c2
E–L 방정식 적용 p = γmv, E = γmc2

결합 관계 E2 = (pc)2 + (mc2)2

전자기 결합 확장 Ltot = −mc2
√
1− v2/c2 + q v·A− qϕ

게이지 + 로렌츠 대칭 물리법칙의 불변성과 전하 보존 유지

결론적으로,로렌츠 대칭은 에너지와 운동량의 관계를 고정하며, 게이지 대칭과 결합할
때 전하 보존과 함께 상대론적 전자기 상호작용의 형태를 규정한다.



Chapter 14

사이클릭 좌표와 뇌터 정리의 관계

14.0.1 사이클릭 좌표의 정의

라그랑지안 역학에서 좌표 qi가 라그랑지안 L(qi, q̇i, t)에 직접적으로 나타나지 않을 경우,
그 좌표를 사이클릭 좌표(cyclic coordinate) 또는 점근 좌표(ignorable coordinate)라 한다.
즉,

∂L

∂qi
= 0 (14.1)

이면 qi는 사이클릭 변수이다.
이 경우 오일러–라그랑주 방정식

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (14.2)

으로부터 다음이 성립한다:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 ⇒ pi =

∂L

∂q̇i
= const. (14.3)

즉, 사이클릭 좌표에 대응하는 일반화 운동량 pi는 보존된다.

14.0.2 뇌터 정리와의 연결

뇌터 정리에 따르면, 라그랑지안이 어떤 연속적인 변환에 대해 불변일 때, 그 변환에 대응
하는 보존 전류(Noether current)가 존재한다. 이를 수식으로 나타내면 다음과 같다:

δqi = ϵ ξi(q, q̇, t), δL = 0 ⇒ ∂µJ
µ = 0, (14.4)

여기서 ϵ은 미소 매개변수이다.
사이클릭 좌표의 경우, 라그랑지안이 qj에 독립적이므로

qj → qj + ϵ (14.5)

이라는 변환 아래에서도 L은 변하지 않는다. 이는 공간 평행 이동 대칭에 해당하며, 뇌터
정리에 의해 다음의 보존량이 도출된다:

pj =
∂L

∂q̇j
, (14.6)

이는 곧 사이클릭 좌표에서 얻어지는 보존 운동량과 동일하다.
이처럼사이클릭좌표는뇌터대칭의한구체적형태이며,그에따른보존운동량은뇌터

전류의 특수한 경우로 볼 수 있다.
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Table 14.1: 사이클릭 좌표와 뇌터 대칭의 대응 관계
시스템 대칭 보존량

자유입자 (L = 1
2
mẋ2) 공간 이동 대칭 선운동량 px = mẋ

중심력 (L = 1
2
mr2ϕ̇2 − V (r)) 회전 대칭 각운동량 pϕ = mr2ϕ̇

전자기장 게이지 대칭 전하 보존 Jµem

14.0.3 정보게이지이론(IG–RUEQFT)에서의 확장

정보게이지이론(Information Gauge Theory)에서는사이클릭좌표의개념이단순히공간적
혹은 시간적 변수에 국한되지 않는다. 라그랑지안 L이 특정 정보 변수 (예: 정보 게이지장
Λµ 또는 위상 변수)에 대해 독립적이라면, 그 방향의 정보 대칭(information symmetry)이
존재하며, 이에 대응하는 정보 보존 전류(information current)가 다음과 같이 정의된다:

Jµinfo =
∂L

∂(∂µΛν)
δΛν , ∂µJ

µ
info = 0. (14.7)

이 관계는 고전적 뇌터 정리를 정보공간으로 확장한 형태로, 사이클릭성(cyclicity)이
정보보존성(information conservation)으로 일반화된 경우이다. 즉,

사이클릭성 ⇔ 대칭성, 보존운동량 ⇔ 뇌터 전류, 정보사이클릭성 ⇔ 정보전류 보존

14.0.4 요약

• 사이클릭 좌표는 라그랑지안이 특정 좌표에 독립적임을 의미한다.

• 이는 그 방향으로의 변환이 대칭임을 뜻하며, 뇌터 정리에 따라 대응하는 보존량이
존재한다.

• 따라서,사이클릭 좌표↔ 뇌터 대칭,보존운동량↔ 뇌터 전류가일대일로대응한다.

• IG–RUEQFT에서는 이 개념이 정보 게이지 대칭으로 확장되어, 정보전류 Jµinfo의 보
존으로 일반화된다.

14.1 라그랑지안 접근의 우위

라그랑지안과 해밀토니안은 같은 물리계에 대한 두 가지 시점이다. 그러나 ”대칭성과 보존
법칙의 근본적인 관계를 드러내는 데에는 라그랑지안 접근이 더 근원적이다.”
라그랑지안은 시간과 공간을 분리하지 않고, 전체 시공간에서의 변화를 한꺼번에 다

룬다. 따라서 대칭 변환을 적용하기에도 자연스럽다. 시간, 공간, 회전, 내부 위상 등 어떤
형태의 변환이든 라그랑지안이 변하지 않는다면 그에 대응하는 보존 전류가 자동적으로

생겨난다. 뇌터 정리가 바로 이 원리를 정식화한 것이다.
반면 해밀토니안은 시간과 공간을 분리하여 ‘현재의 상태가 다음 상태로 어떻게 변하

는가’를 중심으로 한다. 이 때문에 공간적 대칭이나 게이지 대칭처럼 시간을 포함한 4차원
시공간 대칭 전체를 다루기에는 한계가 있다. 즉, 해밀토니안은 이미 시간 축을 고정한
틀에서 계의 진화를 관찰하는 방식인 것이다.
라그랑지안접근은훨씬더근본적인이유에서자연의법칙을설명한다.그속에서는힘,

운동, 에너지의 개념들이 모두 대칭성의 표현으로 통합된다. 따라서 뇌터 정리가 성립하는
자리도 바로 라그랑지안의 세계이다.
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결국 해밀토니안은 라그랑지안이 드러낸 대칭–보존 관계의 한 단면을 시간의 방향에서
만 바라본 표현이라 할 수 있다. 라그랑지안이 대칭의 근원을 보여준다면, 해밀토니안은 그
결과를 추적하는 도구이다.
이 두 틀은 서로 경쟁 관계가 아니라 보완 관계이다. 라그랑지안이 “왜”를 설명한다면,

해밀토니안은 “어떻게”를계산한다.그러나대칭이보존을낳는다는자연의가장근본적인
법칙을 이해하기 위해서는 라그랑지안의 관점에서 세상을 바라보는 것이 더 본질적이다.
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Chapter 15

대칭 깨짐과 새로운 질서

15.1 자발적 대칭 깨짐

지금까지우리는대칭이존재하면그에대응하는물리량이보존된다는사실을배웠다.그러
나자연은항상완벽한대칭을유지하지않는다.오히려 ”대칭이깨질때”,자연은더풍부한
구조와 새로운 질서를 만들어낸다. 이 현상을 ”자발적 대칭 깨짐(Spontaneous Symmetry
Breaking, SSB)” 이라고 부른다.

1. 물리적 직관: 볼록한 접시와 공의 비유

가장 단순한 예로, 볼록한 접시(포텐셜)의 가운데에 공이 놓여 있는 모습을 생각해 보자.
이때 포텐셜은 모든 방향에서 완전히 대칭이다. 즉, 어떤 방향으로 보아도 형태가 같다.
하지만실제로공은완벽히중앙에머물지않는다.아주작은요동(진동)이나외부자극

에의해공은어느한쪽으로굴러떨어진다.이순간대칭은깨어지고,새로운 “기준방향”이
선택된다.
포텐셜은 여전히 대칭이지만, ”상태(state)” 는 비대칭적이다. 이것이 자발적 대칭 깨짐

의 핵심이다.

2. 수학적 표현: 멕시코 모자 포텐셜

스칼라장 ϕ 의 퍼텐셜을 다음과 같이 설정하자:

V (ϕ) = −1

2
µ2ϕ2 +

1

4
λϕ4

여기서 µ2, λ > 0 이다. 이 퍼텐셜은 ‘멕시코 모자’ 형태로, ϕ = 0 에서 최대값, |ϕ| = v =√
µ2/λ 에서 최소값을 갖는다.
즉, 대칭은 수학적으로 존재하지만, 물리적으로는 계가 ϕ = v 혹은 −v 중 하나를 선택

한다. 이때 선택된 한 지점이 새로운 진공(vacuum) 상태가 된다.

ϕ(x) = v + η(x)

로 장을 재정의하면, 새로운 자유도 η(x) 는 대칭이 깨진 후의 진동(입자)으로 나타난다.

3. 골드스톤 보존 모드

대칭이깨질때,그대칭에대응하는자유도가 ‘사라지는’것이아니라새로운질서의일부로
변한다.
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연속 대칭이 깨지면, 항상 하나의 ”질량이 0인 입자”가 나타난다. 이를 ”골드스톤 보존
모드(Goldstone mode)” 라고 한다.
예를 들어, 위의 ϕ 가 복소장일 때:

ϕ =
1√
2
(v + η)eiθ/v

라그랑지안을 확장하면, η 는 질량을 가지지만, θ 에 해당하는 보존 모드는 질량이 0으로
남는다.
즉,대칭이깨져도그흔적은 ‘보존모드’의형태로남는다.이것이 ”대칭의기억(memory

of symmetry)” 이다.

15.2 힉스 메커니즘의 핵심

자발적 대칭 깨짐은 단지 형태의 변화가 아니라, ”질량이 만들어지는 과정”으로 이어진다.
이 원리가 바로 ”힉스 메커니즘(Higgs mechanism)” 이다.

1. 문제의 시작: 질량과 게이지 대칭의 충돌

전자기학과같은게이지이론에서는게이지대칭이존재해야전하보존이유지된다.하지만
게이지 장 Aµ 에 질량항을 직접 추가하면,

Lmass =
1

2
m2AµA

µ

이 항은 게이지 대칭을 깨뜨린다:

Aµ → Aµ + ∂µχ⇒ AµA
µ ̸= (Aµ + ∂µχ)(A

µ + ∂µχ)

즉, ”게이지 대칭과 질량의 공존은 불가능한 것처럼 보인다.”

2. 해법: 대칭이 스스로 깨지는 경우

이제 복소 스칼라장 ϕ 와 게이지 장 Aµ 가 상호작용하는 U(1) 게이지 이론을 고려하자:

L = (Dµϕ)
∗(Dµϕ)− V (ϕ)− 1

4
FµνF

µν

여기서

Dµ = ∂µ + ieAµ

이고, 퍼텐셜은 앞서 본 멕시코 모자 형태이다.

V (ϕ) = −1

2
µ2|ϕ|2 + 1

4
λ|ϕ|4

진공은 |ϕ| = v =
√
µ2/λ 를 선택하고, 장을 다음과 같이 재정의하자:

ϕ(x) =
1√
2
(v + η(x))eiθ(x)/v

게이지 변환을 수행하면, θ(x) 항은 게이지 자유도에 흡수되고 사라진다:

Aµ → Aµ −
1

ev
∂µθ
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결과적으로 새로운 장은 질량항을 얻게 된다:

L ⊃ 1

2
e2v2AµA

µ

즉, 게이지 대칭을 직접 깬 것이 아니라, ”장이 스스로 대칭을 깨면서 질량이 생긴 것”이다.
이것이 힉스 메커니즘의 본질이다.

3. 힉스 입자의 의미

이 과정에서 남는 η(x) 는 대칭이 깨진 진공 근처의 진동으로, ”힉스 입자(Higgs boson)”
로 해석된다.
힉스 입자는 단순히 새로운 입자가 아니라, “대칭이 깨질 때 생기는 질서의 파동”이다.

즉, 자연이 대칭을 유지하려다 새로운 안정 상태를 선택했을 때 생겨난 흔적이다.
이입자는 2012년, CERN의 LHC에서실험적으로발견되었다.그로써대칭깨짐에의해

질량이 생성된다는 이론적 예언이 실제로 검증되었다.

4. 물리적 해석

자발적대칭깨짐과힉스메커니즘은자연이완벽한대칭을 ‘유지하지않고’, ‘선택함으로써’
더 깊은 질서를 만든다는 사실을 보여준다.
즉,

완전한 대칭 ⇒ 무질서(균등 상태)

대칭의 깨짐 ⇒ 새로운 질서의 출현

자연은균일함보다 ”안정성과다양성”을선택한다.대칭이깨질때,우리는비로소입자,
질량, 구조, 그리고 패턴을 얻게 된다.
즉, ”모든 형태의 물질은 대칭이 깨진 진공의 흔적”이다.

5. 요약

Table 15.1: 자발적 대칭 깨짐과 힉스 메커니즘의 핵심 개념

개념 의미

자발적 대칭 깨짐 퍼텐셜은 대칭이지만, 진공 상태는 비대칭
골드스톤 모드 깨진 대칭에 대응하는 질량 0의 자유도
힉스 메커니즘 대칭이 깨질 때 게이지 장이 질량을 얻는 과정

힉스 입자 깨진 진공의 진동, 질서의 파동
핵심 원리 “자연은 대칭을 깨뜨림으로써 질서를 만든다.”

결국, 대칭은 자연의 ”가능성의 언어”이고, 그 깨짐은 ”현실의 언어”이다.
대칭이존재할때우주는단순하고아름답지만,그대칭이깨질때비로소 ”형태와질량,

구조와 생명”이 등장한다.
즉, 우리가 존재한다는 사실 자체가 자연이 완벽한 대칭을 포기하고 새로운 질서를 선

택했음을 의미한다.
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